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Momentbezwtadnoscfigurwzgledenosi

v 0$ obrotu

I:jrzdm
\

niech p to stata gestos¢, Vp =M
dm=pdv = % dv

I-= %jrzdv
v

niech o to stata gestos¢ powierzchniowa, dS=M
dm =o0ds = psids

1=2(r24s
|
s

niech A to stata gestosc liniowa, AL =M
dm = 2dL = > dL

1=2(r24L
o)
L

Momentbezwladnosatienkieg@reta
wzgedenwosiprostopadtefdoniego przechodzacgprzezjegosrodek
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M/ L% Integrate[xA2, {x, -L/2, L/2}, Assumptions » {L > 0}]
L°M
12

Zadaniel

Oblicz moment beztadnosci cienkiego preta o diugosci L
wzgedem osi prostopadtej do niego, przechodzacej przez jego koniec
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Obszarygeometryczne

Okrag
Circle[{0, 0}, R]

? Circle

Circle[{x, y}, r] represents a circle of radius r centered at {x, y}.
Circle[{x, y}] gives a circle of radius 1.
Circle[{x, y}, {r., r,}] gives an axis-aligned ellipse with semi-axes lengths r, and r,.

Circle[{x, y}, ..., {6, 6,}] gives a circular or ellipse arc from angle 6, to 6,. >

Przyktad: obwéd okregu

[ av

okrag

Integrate[l, {x, y} € Circle[{0, 0}, R, {0, 2Pi}], Assumptions - R > 0]

27TR

Dysk(petneoto)
Disk([{0, 0}, R]

? Disk

Disk[{x, y}, r] represents a disk of radius r centered at {x, y}.
Disk[{x, y}] gives a disk of radius 1.
Disk[{x, y}, {r.. }] gives an axis-aligned elliptical disk with semiaxes lengths r, and r,.

Disk[{x, y}. ..., {61, 6,}] gives a sector of a disk from angle 6, to 6,. >

Przyktad: pole kota
ds
koto

Integrate[l, {x, y} € Disk[{0, 0}, R, {0, 2 Pi}], Assumptions » R > 0]

7TR?

Przyktad: pole elipsy
ds

elipsa

Integrate[l, {x, y} € Disk[{0, 0}, {a, b}, {0, 2Pi}], Assumptions » {a >0, b > 0}]

abr
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Sfera
Sphere[{0, 0, 0}, R]

? Sphere

Sphere[p] represents a unit sphere centered at the point p.
Sphere[p, r] represents a sphere of radius r centered at the point p.

Sphere[{p, p,, ...}, r] represents a collection of spheres of radius r. >

Przykfad: pole sfery
ds

sfera
Integrate[l, {x, ¥y, 2z} € Sphere[{0, 0, 0}, R], Assumptions » R > 0]

4 71 R?

Kula
Ball[{0, 0, 0}, R]

? Ball

Ball[p] represents the unit ball centered at the point p.
Ball[p, r] represents the ball of radius r centered at the point p.

Ball[{pi, p», ...}, r] represents a collection of balls of radius r. >

Przyktad: objetos¢ kuli
dv
kula

Integrate[l, {x, vy, z} € Ball[{0, 0, 0}, R], Assumptions » R > 0]
4 7R3
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Walec
Cylinder[{{0, 0, 0}, {0, 0, h}}, R]

? Cylinder

Cylinder[{{x1, y1, z1}, {x2, y2, z2}}, r] represents
a cylinder of radius r around the line from (xy, y1, z1) to (x2, y2, z2)-

Cylinder[{{x1, y1, z1}, {x2, y2, z2}}] represents a cylinder of radius 1. >

Przyktad: objetosé walca
dv

walec
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Integrate[l, {x, y, 2z} € Cylinder[{{0, O, 0}, {0, O, h}}, R],
Assumptions » {R> 0, h> 0}]

h 7 R?

Prostopadloscian
Cuboid[{0, 0, 0}, {a, b, c}]

? Cuboid

Cuboid[p,,;,, ] represents a unit hypercube with its lower corner at p,,;, -
Cuboid[p,in » Pmax ] represents an

axis-aligned filled cuboid with lower corner p,,;, and upper corner p,.. . >

Przyktad: objetos¢ prostopadtoscianu
dv

prostopadiosgcian
Integrate[l, {x, y, 2z} € Cuboid[{0, 0, 0}, {a, b, c}],
Assumptions » {a >0, b>0, ¢ > 0}]

abc

Zadani&

Oblicz moment beztadnosci obreczy o promieni R
a) wzgedem osi prostopadtej do jej ptaszczyzny
b) wzgedem osi rownolegtej do jej ptaszczyzny
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m Figry 2D

Momentbezwladnosailysku
wzgedenosiprostopadtefdojegoptaszczyzny

1.0 05 0.0 -05-1.0

S = PiRA2

7T R?

M/ S » Integrate[xA2+yA2, {x, y} € Disk[{0, 0}, R], Assumptions » {R > 0}]
M R?
2

Zadanie3

Oblicz moment beztadno$ci

a) dysku o promieniu R wzgedem osi rownolegtej do jego ptaszczyzny

b) sfery o promieniu R

c) prostokata o bokach a i b wzgedem osi prostopadtej do jego ptaszczyzny
d) prostokata o bokach a i b wzgedem osi rownolegtej do jego ptaszczyzny
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m Figry 3D

Momentbezwladnosaivalca
wzgedenosiréwnolegtedo jegowysokosci

-2

-2

-2
-1

M/ V= Integrate[ (xAN2+yA2),

{x, vy, z} € Cylinder[{{0, O, 0}, {0, O, h}}, R], Assumptions » {R> 0, h > 0}]
M R?

2

V = Integrate[1l,
{xX, ¥, 2} € Cylinder[{{0, 0, 0}, {0, 0, h}}, R], Assumptions » {R> 0, h > 0}]
h 7 R?

Zadaniel

Oblicz moment beztadnosci

a) walca o promieniu R i wysokosci h wzgedem osi prostopadtej do jego wysokosci
b) kuli o promieniu R

¢) prostopadtoscianu o bokach a,bic
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Gestosthiejednorodna

Zalozmy ze ciato nie ma jednorodnej gestosci
I-= jrz dm
v

niech p=p(x,y,z) to gestosc
M = dev
v
Nie mozemy wyciggngé p przed catke poniewaz p zalezy od potozenia
dm = p dv
I-= J r2 pdv
v

niech o to gestos¢ powierzchniowa
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M:Jods
S

dm = ods
I:JO'erS
s

niech A to gestosc¢ liniowa
M= [adL

L
dm = A ds
I= jx r? dL

L

Zadanies

Gestosc kuli jest proporcjonalna do odleglosci od $rodka.

p(xy.2) = a X2 +y2 +2?

a) Jak wspolczynnik a wyraza sie przez promien R i mase kuli M?
b) Oblicz moment beztadnosci kuli wzgledem osi przechodzacej przez jej srodek.

Zadanie

Gestos¢ walca o wysokosci h zmienia sie wzdtuz jego wysokosci (0$ x) i wyraza sie przez funkcje
p(xy2) = B cos(<L)
czyli przy podstawach (x=th/2) gestosc p = 0, a w srodku walca p(x=0)=8

a) Jak wspolczynnik B wyraza sie przez promien R, h i mase walca M?
b) Oblicz moment beztadnosci walca wzgledem osi prostopadlej do jego wysokosci.
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2 -1 0 1 2

? If

If[condition ,t, f] gives t if condition evaluates to True, and f if it evaluates to False.
If[condition ,t, f, u] gives u if condition evaluates to neither True nor False. >

Ifflwarunek, t, f] zwraca t jesli warunek jest spelniony, a f jesli nie jest spetniony



RegionPlot3D[xA2 +YyA2+2A2 <1 &&XA2+YyNA2< 2A2,
{x, -1, 1}, {y, -1, 1}, {z, -1, 1}, PlotPoints - 35]

Objeto¢ figury

Integrate[ If[xA2+yNA2+2zA2<1&&xN2+yN2<2zA2,1,0],

{X, -, °°} ’ {YI -, w}l {ZI -0, w}]

2
—g (—2 N+\/;ﬂ)
Zadanie/

Obliczy¢ moment bezwtadnosci powyzszej figury wzgledem
a) osi symetrii (Oz)
b) osi prostopadtej do osi symetrii

p=const

Zadanie8

Obliczy¢ objetos¢ i moment bezwtadnosci figury wzgledem osi Oz
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p=const

RegionPlot3D[xyz< 1 &&xXN2< 4 &&yN2<4&&2N2< 4,
{x, -3, 3}, {y, -3, 3}, {2, -3, 3}, PlotPoints -» 100]




