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Sprzezenienermitowskianacierzy

Sprzezeniem hermitowskim macierzy A nazywamy macierz At
e

AT=A

(AT)ijzAji

jezeli A==AT to macierz A jest hermitowska (samosprzezona)

A={{1,-1,7}, {7,5,81I},{5I+1,6,5}}
({1, -i, 7}, {7.5, 81}, {1+51, 6, 5}}

A // MatrixForm

1+51 6 5

Macierz powstata przez sprzezenie zespolone elementow macierzy A:

Conjugate[A] // MatrixForm

1 i 7
7 5 -81

1-51 6 5

Macierz powstata przez sprzezenie zespolone elementow macierzy A a nastepnie jej transponowanie:

Transpose[Conjugate[A] ] // MatrixForm
1 7 1-51
i 5 6
7 -81 5

Sprzezenie hermitowskie macierzy A mozemy uzyskac przy pomocy jednej funkcji ConjugateTrans-
pose[]
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ConjugateTranspose[A] // MatrixForm
1 7 1-51
i 5 6
7 -81i 5

Czy macierz A jest hermitowska (samosprzezona)?
ConjugateTranspose[A] == A

False

HermitianMatrixQ[A]

False

lloczynskalarny

Zdefiniujmy iloczyn skalarny w zespolonej przestrzni liniowej:

Scalar[a_, b_] = a.Conjugate[b]

a.Conjugate|[b]

jest on linowy w pierwszym argumencie i antyliniowy w drugim
(aa,b)=a(a,b)
(a,ab)=a(a,b)

Zadaniel

Zdefiniuj macierz
1 -i 1
2 1+21 i )
1 1+1 1
Znajdz macierz sprzezong BT.
Czy macierz B jest hermitowska (samosprzezona)?
Zdefiniuj 2 przyktadowe wektory 3-wymiarowe, np w={1,0,i} oraz v={0,2 i, 1}.
Sprawdz ze zachodzi:

B=

(B v, w)=(v, BTw)
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Zadani&

Zdefiniuj macierz

M= al+1a2 bl+1ib2
cl+ic2 dl+1id2

liczby a;, b;, ¢, d;sa rzeczywiste. Jest to ogdlna postac macierzy o elementach zespolonych.

Znajdz MT ( ComplexExpand[] i ConjugateTranspose][] )
Sprawdzic warunek, dla ktorego macierz jest hermitowska, czyli M==MT ( funkcja Solve[] )

MacierzePauliego

Mozna pokazac, ze taka macierz jest kombinacjg liniowa macierzy jednostkowej ( (1) (1) ) i macierzy

Paulieo(Ol 0 -1 (1 0
9 1 0/'\i o /)'\l0 -1
Simplify[(al+dl) /2 IdentityMatrix[2] +Dbl PauliMatrix[1l] -
b2 PauliMatrix[2] + (al-dl) /2 PauliMatrix[3] ] // MatrixForm

Kazdg macierz hermitowska 2x2 mozna wyrazi¢ jako kombinacje linowg macierzy jednostkowe; i
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macierzy Pauliego, gdzie wspotczynniki sa liczbami rzeczywistymi

PauliMatrix[1l] // MatrixForm
01
10
PauliMatrix[2] // MatrixForm
oy
i 0
PauliMatrix[3] // MatrixForm

o 1)

Zadanie3

Pokazad, ze macierze Pauliego majg wlasnosci:

det g, =-1 (Det[])

Tr g, =0 (Tr])

oc=0,T  (hermitowsko$c) (ConjugateTranspose[] )
ot =0t (unitarnos) (Inverse[])

Oblicz iloczyn dwdch takich samych macierzy Pauliego:
Ok 0k (Mnozenie macierzy to A.B lub Dot[A,B], n-ta potega
macierzy MatrixPower[A,n])

Pytanie: Czemu bedzie sie réwnaé wyrazenie (gy)V gdy N jest liczbg parzysta/liczbg nieparzystg?

? MatrixPower

MatrixPower|m, n] gives the n™ matrix power of the matrix m .

MatrixPower|m, n, v] gives the n™ matrix power of the matrix m applied to the vectorv. >



? Dot

a.b.c or Dot[a, b, c] gives products of vectors, matrices, and tensors.

Zadanial

Sprawdzi¢ wlasnosc:

. 10
-1010,03 = 0 1

Zadanie&

Sprawdzic wlasnosc:
10
. <3
OxOy=1 2221620z + éxy(o 1 )

dla:

a) x=1, y=2
b) x=1, y=3
c) x=1, y=1

0,y to delta Kroneckera KroneckerDelta[x,y]
_J 1 gdyx=y
Lo gdyx=y

€y, to symbol Leviego-Civity = Signature[{x,y,z}]

1 gdyxy zto permutacja parzysta (np 123)

€y =y O gdyx=y, y=zlubz=x

-1 gdyx y x to permutacja nieparzysta (np 213)

>
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Signature[{1l, 2, 3}]
Signature[{2, 1, 3}]
Signature[{1, 1, 3}]

1

-1

KroneckerDelta[l, 1]
KroneckerDelta[l, 2]

1

? KroneckerDelta

KroneckerDelta[n,, n,, ...] gives the Kronecker
delta 6,,,, .., equal to 1 if all the n; are equal, and 0 otherwise. >

? DiracDelta

DiracDelta[x] represents the Dirac delta function 6(x).
DiracDelta[x,, x,, ...] represents the multidimensional Dirac delta function 6(x1, x5, ...). >

? Sum

i
Sum[f, {i, i, }] evaluates the sum mzaxf.
i=1
Sumif, {i, imin » imax 3] Starts with i =i, .
SUMIf, {i, imin » imax . di}] USES StEPS di.
Sumlf, {i, {i1, i, ...}}] uses successive values iy, iy, ... .

e e
SUMIF, i, imin + imax b & Jmin + jmax . -] €valuates the multiple sum > 5 _.f.

i=imin j=jmin

Sum[f, i] gives the indefinite sum Zf. >

i
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Zadanie

Wprowadzmy pojecie komutatora:
[a,b]=ab-ba

oraz antykomutatora

{a,b}=a b+b a

Zdefiniuj funkcje dwdch zmiennych Komutator[a,b] oraz AntyKomutator[a,b] , ktére pobierajg macierze i
zwracajg ich komutator/antykomutator.

Sprawdzic wlasnosc :

Komutator[oy, 0,]=2 i So €yz Oz
dla

a) x=1, y=2

b) x=1, y=3

c) x=1, y=1

10
AntyKomutator[oy, 0,]=2 5xy(0 1 )

dla

a) x=1, y=2
b) x=1, y=3
c) x=1, y=1

MacierzePauliegoa SU(2)

ul[x_] := I xPauliMatrix[1]
u2[x_] := I x PauliMatrix[2]
u3[x_] := I x PauliMatrix[3]
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ul[x] // MatrixForm
u2[x] // MatrixForm
u3 [x] // MatrixForm

(0 jx)
ix 0

0 x

-x 0
(Jlx 0 )
0 -1x
? MatrixEXp

MatrixExp[m] gives the matrix exponential of m .
MatrixExp[m, v] gives the matrix exponential of m applied to the vectorv. >

Zdefinujmy funkcje postaci e’ %

el[x_] :=MatrixExp[ul[x]]
e2[x_] :=MatrixExp[u2[x]]
e3[x_] :=MatrixExp[u3[x]]

el[x] // MatrixForm
e2[x] // MatrixForm
e3[x] // MatrixForm

( Cos[x] 1 8in[x] )
1Sin[x] Cos[x]

Cos[x] Sin[x]
(—Sin[x} Cos[x})

Zadanie¢/

Pokaz, ze macierze el[x], e2[x], e3[x] :
sa unitarne tzn: A~ = AT
i ich wyznacznik wynosi 1



