Wstepdoalgebry
Zajecianr5

Zadaniel

Wprowadzmy pojecie komutatora:
[ab]l=ab-ba

oraz antykomutatora

{a,b}=a btb a

Zdefiniuj funkcje dwdch zmiennych Komutator[a,b] oraz AntyKomutator[a,b] , ktére pobierajg macierze i
zwracajg ich komutator/antykomutator.

Sprawdzic wlasnosc:

Komutator[ay, g,]=2 i Z§=1 Exyz Oz
dla

a) x=1, y=2

b) x=1, y=3

c) x=1, y=1

10
AntyKomutator[dy, g,]=2 5xy(o 1 )

dla

a) x=1, y=2
b) x=1, y=3
c) x=1, y=1

MacierzePauliegoaSU(2)



2 | algebra5.ni

ul[x_] := I x PauliMatrix[1]
u2[x_] := I x PauliMatrix[2]
u3[x_] := I x PauliMatrix[3]

ul[x] // MatrixForm
u2[x] // MatrixForm
u3d[x] // MatrixForm
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0 -1x
? MatrixExp

MatrixExp[m ] gives the matrix exponential of m .
MatrixExp[m, v] gives the matrix exponential of m applied to the vectorv. >

Zdefinujmy funkcje postaci e'* %

el[x_] :=MatrixExp[ul[x]]
e2[x_] := MatrixExp[u2[x]]
e3[x_] := MatrixExp[u3[x]]

el[x] // MatrixForm
e2[x] // MatrixForm
e3[x] // MatrixForm

( Cos[x] 1 Sin[x] )
1Sin[x] Cos[x]

Cos[x] Sin[x]
(—Sin[x} Cos[x})

Zadanie2

Pokaz, ze macierze el[x], e2[x], e3[X] :
- sa unitarne tzn: A1 = AT
- ich wyznacznik wynosi 1



algebra5.n | 3

Wartosci wtasnei wektorywlasnemacierzy

Wielomiarcharakterystyczny

M:= {{1, 2, 0}, {21 0: 1}1 {11 0! 0}}

M // MatrixForm

120
2 01
1 00

Stwézmy wielomian charakterystyczny:

? IdentityMatrix
IdentityMatrix[n] gives the nxn identity matrix. >
IdentityMatrix[3] * A // MatrixForm

A 0O
0 A0

0 0 A

wielomiancharakterystyczny[A_] = Det[M- IdentityMatrix[3] % A]
244 0+2%2 -8

Wielomian charakterystyczny wywotujemy za pomoca funkcji CharacteristicPolynomial

? CharacteristicPolynomial



4 | algebra5.ni

CharacteristicPolynomialm, x] gives the characteristic polynomial for the matrix m .
CharacteristicPolynomial{m, a}, x] gives the generalized characteristic polynomial with respecttoa. >

CharacteristicPolynomialm, x] gives the characteristic polynomial for the matrix m .
\nCharacteristicPolynomial{m, a}, x] gives the generalized characteristic polynomial with respecttoa. >

CharacteristicPolynomial[M, A]

2+40+2% -3

Rozwigzujemy rownanie wielomiancharakterystyczny(A)==0. Rozwigczania to warto$ci wtasna macierzy

eigenval = Solve[wielomiancharakterystyczny[A] == 0, A]
{1, oo ) o1}

eigenval[[1l]]
(A> -1}

eigenval[[2]]
{ro1-45}
eigenval[[3]]

PEERRVER

Mamy 3 rézne wartosci wiasne.

Stworzymy teraz réwnania na wektory wiasne:
Dla pierwszej wartosci wkasnej A1=-1:

Al =2 /. eigenval[[1l]] (* wartosc wlasna #)

-1

Solve[M.{x, vy, 2} == Al {x, v, 2}, {y, 2}] (* rownanie na wektor wiasny =)

H{y» -x, z-> -x}}

vl={x,y, 2z} /. First[Solve[M.{x, v, 2z} = A1 {x, v, 2}, {y, 2}]] (* wektor wiasny %)

{x, -x, -x}
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Dla drugiej wartosci wlasnej A2=1 - \/?T :
A2 =A /. eigenval[[2]] (* wartosc wiasna =)
1-4/3

Solve[M.{x, vy, 2} == A2 {x, vy, 2}, {y, z}] (* rownanie na wektor wtasny %)

(ro 255 s (B )]

2

v2 = {x,y, 2z} /. First[Solve[M.{x, v, 2z} = A2 {x, v, 2}, {y, 2}]] (* wektor wiasny %)

22 L )

2

Dla trzeciej wartosci wkasnej A3=1 + \/; :

A3 =A/. eigenval[[3]] (* wartosc wiasna =*)
1+4/3

Solve[M.{x, vy, 2} == A3 {x, ¥, 2}, {y, 2}] (* rownanie na wektor wtasny =)
V3 x 1
{{y» ) ,z»;(—x+\/3 x)}}
v3 ={x,y, 2z} /. First[Solve[M.{x, vy, 2} == A3 {xX, ¥, 2}, {y, 2}]] (* wektor wiasny =*)

o 2 S )

2

5
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ParametricPlot3D[{vl, v2, v3}, {x, 0, 10},
AxesLabel » {"x", "y", "z"}, PlotLegends » "Expressions"]

UzyskaliSmy catg rodzine rozwigzan, wektory wlasne sg zdefiniowane z doktadnoscia do statej multip-
likatywnej.

Rozwigzanie na skroéty:

FunkcjeEigenvalues[RigenvectorsHigensystem[]

Warto$ci wtasne:

Eigenvalues[M] // MatrixForm

l+\/37

-1

LNE



Wektory wtasne

Eigenvectors[M] // MatrixForm
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Wektory wtasne i wartosci wtasne:

Eigensystem[M] // MatrixForm

{1e4B3. 2 (3+4B) 2} 1 11 {1-45,

Pierwszy wektor wlasny i wartosc wlasna:

wl = Eigenvectors[M] [[1]]
L1l = Eigenvalues[M] [[1]]

ERRVEE CRRVAR PR Y:
1443

Drugi wektor wlasny i wartosc wlasna:

w2 = Eigenvectors[M][[2]]
L2 = Eigenvalues[M] [[2]]

{-1,1, 1}

-1

Trzeci wektor wlasny i wartosc wlasna:

w3
L3

Eigenvectors[M] [[3]]
Eigenvalues[M] [[3]]

algebra5.n

7
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Sprawdzmy czy dzialanie macierzy na pierwszy wektor wlasny jest réwne pomnozeniu wektora przez
odpowiadajgca mu wartos¢ wlasna;:

M.wl // MatrixForm

1423
1+2 (1+4/3)
1443

Llwl // MatrixForm
(l + \/37)2
o) oS
l+\/37

Llwl==M.wl

True

Zadanies3

Znalez¢ wartosci i wektory wikasne macierzy
3 00

A=|-2 4 2
-2 15

a) przy pomocy wielomianu charakterystycznego i rownan na wektory wlasne
b) przy pomocy Eigenvalues i Eigenvectors

Poréwnac wynik dziatania macierzy na wektory wigsne z wynikiem mnozenia wektoréw wtasnych przez
odpowiadajace im wartosci wlasne

Zadaniel

Znalez¢ wartosci wlasne i wektory wtasne macierzy Pauliego



Diagonalizacja.

U - macierz, ktorej kolumnami sg wektory wtasne

Macierz diagonalna: UM U

U = Transpose[ Eigenvectors[M]]

[1enp . -1, 145, {%(%ﬁ), 1, §(3_\/37)}, (1, 1,11}

MacierzOdwrotna = Inverse[U]

MacierzOdwrotna // MatrixForm

YCREVEE V3
-1 2 -2
1,5 5,35
2+ 2 -2- 3 2+ 2
YCRE V3

M2 = Simplify[Inverse[U] .M.U]

{{re+f 0.0} 10, -2, 03, {o, 0, 1-4/3}}

algebra5.n | 9
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M2 // MatrixForm

1+1/3 0 0
0 -1

0 0 1-+/3

Macierz jest po tej transformacji diagonalna, a na przekatnej mamy wartosci wtasne

Jak zmienity sie wartosci i wektory wlasne?

Eigenvalues[M2]
{1445, -1, 1-4/3}

Eigenvectors[M2]

{{1, 0, 0}, {O, 1,0}, {O, 0, 1}}

Zadanies

Zdiagonalizowa¢ macierz
3 00
-2 4 2

-2 15

A=

Warunekdiagonalizowalnosaacierzy



DiagonalizableMatrixQ[M]

True

? DiagonalizableMatrixQ

DiagonalizableMatrixQ[m] gives True if m is diagonalizable, and False otherwise.

B = {{2, 1, o}l {ol 21 1}1 {ol OI 2}}
{{2, 1,0}, {0, 2,1}, {0, 0, 2}}

B // MatrixForm

210

021

0 0 2
DiagonalizableMatrixQ[B]

False

Eigensystem[B] // MatrixForm

2 2 2
{1, 0, 0} {0, 0, 0}y {0, 0, O}

CharacteristicPolynomial[B, A]

8-12+6 2% -3

Solve[CharacteristicPolynomial[B, A] == 0, A]
{{A->2}, {(A>2}, {(A>2}}

>
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Krotnos¢ algebraiczna wartosci wlasnej A= 2 wynosi 3, ile wynosi jej krotnosc geometryczna (wymiar

podprzestrzeni rozpietej przez jej wektory wlasne)

Solve[B.{x, v, z} == 2 {x, v, 2z}, {y, 2}]
{{y>0, z->0}}

vl=({x,y, 2z} /. First[Solve[B.{x, v, 2} = 2 {X, v, 2}, {y, 2}]]

{x, 0, 0}

Jeden wektor wlasny odpowiadajacy wartosci wkasnej A= 2 - krotnosc geometryczna wynosi 1 a alge-

braiczna 3. Macierz nie jest diagonalizowalna.
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Zadanie

Sprawdzic czy macierz S jest diagonalizowalna

2 -1 0 0
-1 3 -1
STl o g
0 1 0

w o o

Zadanie¢/

Policzy¢ wektory wlasne i wartosci wkasne macierzy, ktorej elementy to “tabliczka mnozenia”
10x10, nastepnie sprowadzi¢ macierz do postaci diagonalnej.

T = Table[i*3, {i, 1, 10}, {3, 1, 10}]



