Wstepdoalgebry
Zajecianr6

Warunekdiagonalizowalnosaacierzy

M= {{2, 1, o}l {ol 21 1}1 {OI OI 2}}
{{2, 1, 0}, {0, 2,1}, {0, 0, 2}}

M // MatrixForm

210
0 21
0 0 2

Wektory i wartosci wkasne macierzy M:

Eigensystem[M] // MatrixForm

2 2 2
{1, 0, 0} {0, 0,0} {0, 0,0}

Wielomian charakterystyczny macierzy M:

CharacteristicPolynomial [M, A]

8-12A+6 A% -3

Solve[CharacteristicPolynomial[M, A] == 0, A]
{{x->2}, (A>2}, {(A>2}}

Krotnos¢ algebraiczna wartosci wtasnej A - krotnos$¢ A jako pierwiastka wielomianu charakterysty-
cznego.

W tym przypadku krotnos¢ algebraiczna wartosci wlasnej A= 2 wynosi 3
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Krotnosc geometryczna wartosci wtasnej A - wymiar podprzestrzeni rozpietej przez wektory wlasne
odpowiadajgce wartosci wiasnej A

lle wynosi w tym przypadku krotnosc geometryczna wartosci wlasnej A= 2?

Eigensystem[M] // MatrixForm

2 2 2
{1, 0, 0} {0, 0, 0} {0, 0,0}

Solve[M.{x, v, 2} == 2 {xX, ¥, 2}, {Y, 2}]
{{y>0, z->0}}

vl={x,y, 2z} /. First[Solve[M.{x, v, 2z} = 2 {x, ¥, 2}, {¥, 2}1]
{x, 0, 0}

Jeden wektor wlasny odpowiadajgcy wartosci wkasnej A= 2 - krotnosc geometryczna wynosi 1 a alge-
braiczna 3. Macierz nie jest diagonalizowalna.

Zadaniel
Dla macierzy:

100 2 10 1 0
2010 o1 0o 1
A_0100 OraZB_001-2

2 00 1 00 -1 2

a) znalez¢ wielomian charkterystyczny (CharacteristicPolynomial)
b) znalez¢ wektory i wartosci wlasne (Eigenvectors i Eigenvalues)

Ktéra z tych macierzy jest diagonalizowalna? (czy krotnosc algebraiczna kazdej wartosci wkasnej rowna
sie jej krotnosci geometrycznej?)

Zadani&

Dla diagonalizowalnej macierzy z poprzedniego zadania

a) Utworzyc macierz przejscia S, ktdrej kolumnami sa wektory wigsne macierzy i zdiagonalizowac
macierz

b) Obliczy¢ 4 - tg potege macierzy (MatrixPower) i sprawdzic jakie ma wartosci wtasne
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MatrixFunction
funkcjaktérejargumentefaestmacierz
f-funkcja skalarna

A- macierz, np 2x2

A Al A
\A2 a2
1 2

f[A] daje efekt:
flal] flAz] )

flAll f[AZ]
Natomiast
MatrixFunction][f,A]

traktuje funkcje f jako funkcje o argumentach macierzowych

f[A] i MatrixFunction[f,A] nie dajg tego samego wyniku!

? MatrixFunction

MatrixFunction[f, m] gives the matrix generated by the scalar function f at the matrix argumentm. >

Przyktadl:
f[x_] ==xn3

A= {{a, b}, {c, d}}

{{a, b}, {c, d}}

A // MatrixForm
ab
c d

wynikiem f[A] bedzie macierz, ktorej elementy to elementy macierzy A podniesione do potegi 3
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f[A] // MatrixForm

a’® bl
o al

Wynikiem MatrixFunction[f,A] bedzie macierz A podniesiona do potegi 3 (mnozenie macierzowe A.A.A)
MatrixFunction[£f, A] // Simplify // MatrixForm
( al+2abc+bcd b(a2+bc+ad+d2))
c(a’?+bc+ad+d?) abc+2bcd+dl
A.A.A // Simplify // MatrixForm

( a’+2abc+bcd b (al2+bc+ad+d?) )
c(a’?+bc+ad+d?) abc+2bcd+dl

Przyktad2:

B={{1, 0}, {1, 1}}
{{1, 0}, {1,1}}

B // MatrixForm

1)

Exp[B] // MatrixForm

e 1
e e

Ten wynik wziat sie stad ze:

(Exp[B}] Exp[B3] (Exp[l] Exp[O])
Exp[Bf] Exp[B3] ] \Exp[l] Exp[1]

e 1
e e

Teraz chcemy uzyskaé e®

MatrixFunction[Exp, B] // Simplify // MatrixForm

e 0
e e

Ten wynik wzigt sie stad ze:
e°=37 B =1+B+ B’ + T B%+..
11

dIaB:(l O)



_ 1 . 10 10 10 1
eB_zzozonatnxPower[(l 1)’ k]:(o 1)+(1 1)+Z

MatrixPower[B, k]

({1, 0}, {k, 1}}

Sum[1l/ (k!) MatrixPower[B, k], {k, 0, Infinity}]
{{e, 0}, {e, e}}

Przyktads3:
flx_1=1/x
1

S ={{1, 2}, {3, 4}}
({1, 2}, {3, 4}}

f[S] // MatrixForm

1]

MatrixFunction[f, S] // MatrixForm // Simplify

-2 1
3 _1
2 2

Inverse[S] // MatrixForm

-2 1
3 1
2 2

w =
Ll I SN

Zadanis3
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Zdefiniuj funkcje f:

f(x)=1 +x2 + 4 x3 + 2x*+x°

3 00
-2 4 2
-2 15

a) wygeneruj macierz A2, bedaca wynikiem funkcji f z argumentem macierzowym A ( MatrixFunction z
argumentami fiA)

b) znajdz wartosci wlasne macierzy A oraz wartosci wlasne macierzy A2

c) pokaz, ze wartosci wlasne A2 to f(A;) , gdzie A; to warto$ci wlasne macierzy A

oraz macierz A=

to samo zréb dla funkcji f(x)=sin(x)

Diagonalizajanacierzyhermitowskich

Zadanigl

Stworz macierz

3 -1 -1
M= i -2 -1
-1 1 3

{{3, -1, -1}, {1, -2, -i}, {-1, 1, 3}}

1) Sprawdz czy jest ona hermitowska, tzn : MT==M (ConjugateTranspose)

2) Znajdz jej wektory wlasne (Eigenvectors) i wartosci wlasne (Eigenvalues) macierzy M
3) Stwodrz macierz przejscia S, ktorej kolumnami sa wektory wlasne i wykonaj dziatanie
SMs

aby otrzmac¢ macierz diagonalng

4) Pokaz, ze dla kazdej pary v i w réznych wektoréw wtasnych zachodzi
v.Conjugate[w] == 0 (sg prostopadte)
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5) Unormuj wektory wtasne (podziel przez ich norme, Norm[]) i stworz macierz U, ktorej kolumnami sa
unormowane wektory wlasne
wykonaj dziatanie UTM U

6) pokaz ze macierz U jest unitarna tzn: UTU=UUT =1

Zadanies

Policzyc wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy, ktérej ementy to “tabliczka mnozenia” 10x10
Sprowadzic macierz do postaci diagonalnej.

T = Table[i*3, {i, 1, 10}, {3, 1, 10}]

({1, 2,3,4,5,6,7,8,9, 10}, {2, 4, 6,8, 10, 12, 14, 16, 18, 20},

(3,6,9,12, 15, 18, 21, 24, 27, 30}, {4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40},

{5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50}, {6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60},
(7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70}, {8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, 72, 80},
{9, 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81, 90}, {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100}}

Macierzidempotentna
Macierz idempotentna ma whasnosc:

A2==A

Wartosci wkasne macierzy idempotetnej to 0 lub 1
Av=Av =A%y =A%

jezeli A jest idempotentan to dla dowolnej macierzy nieosobliwej S macierz S™*A S tez jest
idempotentna

Zadanie

Podzieli¢ macierz T przez jedyna niezerowa wartosc wlasna
Sprawdzi¢ czy uzyskana macierz jest idempotentna



