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Streszczenie

Celem niniejszej pracy jest rozwigzanie problemu przeptywu przez zamknietg ko-
more za pomoca metody gazu sieciowego oraz szersze zapoznanie si¢ z wykorzystanym
modelem i jego implementacja.

Na poczatku omawiam modele gazow sieciowych, ich ewolucje oraz wartosci makro-
skopowe. Przedstawiam roéwniez sposob implementacji modelu FHP-III, bedacy naj-
bardziej rozbudowanym wariantem modelu FHP. Nastepnie poruszam problem prze-
plywu w komorze. Przedstawiam schemat zagadnienia, wyjasniam czym jest liczba
Reynoldsa oraz uwzgledniam wszystkie parametry symulacji. Na koniec wyniki zostaty
skonfrontowane z rozwiazaniami przeptywu przez komore metoda wielosiatkowa (mul-
tigrid method) opracowane przez grupe badawcza z University of Cincinnati. Caltosé
podsumowuje analizg i dyskusja na temat otrzymanych wynikow.

W dodatku A znajduja sie wyniki testow poprawnosci modelu FHP-III, natomiast
w dodatku B fragmenty kodu przeprowadzonej symulacji.



Abstract

The aim of this study is to solve the driven-cavity flow problem using the lattice-gas
cellular automata and to get acquainted with the lattice-gas models.

In the first part, the lattice-gas cellular automata models, their evolution and ma-
croscopic properties are presented. That leads to the most advanced FHP model and
its implementation. Next, the driven-cavity problem is described in the chapter two.
It contains the Reynolds number explanation and all the parameters of simulation.
Finally, the last part of the study validates the correctness of the simulation where
results are compared with the other study (U.Ghia, K.N. Ghia, C.T. Shin, University
of Cincinnati) that uses Multigrid method for driven-cavity problem. In addition, the
comparision is summed up with a short discussion about the results.

Appendix A contains the correctness tests of the FHP - III model and Appendix
B contains the partial code of the simulation.
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Wstep

W mechanice plynéw wyrozniamy kilka dziatow, w szczegdlnoscei obliczeniowy dy-
namike ptynow, ktéra zajmuje sie rozwigzaniami numerycznymi zagadnien zwigzanych
z przeptywami. Przy wykorzystaniu odpowiednich modeli i algorytmoéw mozliwe jest
przyblizone wyznaczenie rozktadu predkosci, cinienia i innych parametréw przepty-
wow. Podstawowa i najczesciej wykorzystywana zalezno$cig opisujagca wplyw sit na
ruch pltynu sa réwnania Naviera-Stokesa (N-S). Jest to uklad czastkowych, nielinio-
wych rownan rézniczkowych. Rozwigzanie go stanowi jeden z najwazniejszych pro-
bleméw matematycznych, ogltoszony przez Instytut Clay jako problem Millenium [1].
W praktyce, réwnania N-S dyskretyzowane sa m.in. za pomoca metody elementéw
skoniczonych, metody réznic skoniczonych czy metody objetosci skoriczonych. Jednym
z koncepcyjnie najprostszych podejs¢ do rozwigzania probleméw transportu przepty-
wow, jest wykorzystanie modelu gazu sieciowego (Lattice Gas Cellular Automata) [2].
Polega on na symulacji pojedynczych czasteczek utozonych na regularnej sieci, ktore
poruszaja sie zgodnie z zasadami automatéw komorkowych.

1 Modele gazow sieciowych

Automaty komoérkowe to modele matematyczne opisane przez regularna, dyskretna
siatke komorek, gdzie kazda komorka przyjmuje jeden stan ze skoriczonego zbioru sta-
now. W kazdym kroku czasowym stan kazdej komorki ewoluuje wedlug scisle okreslo-
nych regul, co nastepuje rownolegle dla wszystkich komorek. Reguly te zaleza wytacz-
nie od poprzedniego stanu komorki oraz skoniczonego zbioru jej sasiadow. Najbardziej
popularnym i jednym z pierwszych automatéw komorkowych jest Gra w zycie wy-
myslona w 1970 roku przez brytyjskiego matematyka Johna Conwaya [3]. Automaty
komorkowe wykorzystywane do symulacji zagadnienn hydrodynamicznych nazywamy
gazami sieciowymi. Zgodnie z definicja, w gazach sieciowych wyr6zniamy regutly, we-
dhug ktorych uktad zmienia si¢ w czasie. Mozna je uja¢ w postaci trzech prostych
zasad:

e 7 jednej komorki do nastepnej moze przemiescic¢ sie tylko jedna czastka.
e Kazdy krok czasowy sktada sie z dwoch etapow: kolizji i przemieszczenia.

e Kazda czastka moze poruszac sie tylko w jednym kierunku z dyskretnego zbioru
kierunkow.

Model HPP to pierwszy model gazu sieciowego opublikowany w 1973 roku i na-
zwany pierwszymi literami nazwisk jego tworcow (Hardy, Y. Pomeau, de Pazzis) [2].
Ten dwuwymiarowy model opisany jest na sieci kwadratowej i reprezentuje interak-
cje czastek ptynu. Model wykazuje jednak wysoka anizotropowosé [4]. W 1986 roku
U. Frisch, B. Hasslacher i Y. Pomeau zaproponowali zmiane siatki kwadratowej na
trojkatna tworzac przy tym nowy model gazu sieciowego, nazwany modelem FHP [5].



1.1 Model HPP

Model HPP opisany jest na sieci kwadratowej, gdzie wyrézniamy cztery mozliwe kie-
runki poruszajacych sie czastek. Przyktadowe stany wezta przedstawia rysunek 1.

A
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Rysunek 1: HPP - przyktadowy stan wezta. Bialy punkt reprezentuje wezel, czarny
punkt poruszajaca sie czastke w okreglonym kierunku (strzatki).

Dyskretne kierunki czastek przedstawia sie w postaci wektorow e i zapisuje
W postaci:
s s
e; = (sin|—=¢),cos|=i))i=1,2,3,4. 1

Wektory e utozone sa wedtug schematu na rysunku 2:

Rysunek 2: HPP - wektory czastek.

Sytuacje, w ktorych czastka poruszajgca sie np. w prawo napotka czastke
poruszajaca sie w lewo nazywamy kolizja. W wyniku takich zderzen czastki odbijaja
sie 0 90 stopni, co w modelu HPP mozliwe jest tylko w dwoch przypadkach.
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Rysunek 3: HPP - mozliwe kolizje miedzyczasteczkowe.

Model zachowuje zasade zachowania pedu, masy oraz symetrii. Nie spelnia
jednak kilku waznych fizycznych wtasnosci. Na przyktad brakuje tu tzw. niezmiennosci
rotacyjnej, co powoduje, ze wiry i rozchodzace sie fale maja ksztalt kwadratowy [4].

1.2 Model FHP

W poréwnaniu do swojego poprzednika, model FHP reprezentuje interakcje miedzy
czastkami na siatce trojkatnej. Wowczas dyskretny zbior mozliwych kierunkéw czastek
powieksza sie o dwa dodatkowe, a co za tym idzie istnieje wiecej przypadkow kolizji
miedzyczasteczkowych. Odbicia realizowane sa w formie obrotéow o 60 stopni.

Rysunek 4: FHP - przyktadowy stan wezta (A) oraz wektory czastek (B).

Podobnie jak w modelu HPP, dyskretne kierunki czastek mozna zapisa¢ w

postaci wektorow:
e; = (cos|—=i),sin|— =12,...,6.
3 3@ i



W modelu FHP wyrozniamy trzy warianty: FHP-I, FHP-11 i FHP-III. Pierw-
szy z nich nie przewiduje nieporuszajacej sie czastki i wykazuje najwickszg lepkosé w
stosunku do pozostatych. Warianty FHP-IT i FHP-IIT zaktadaja istnienie czastki sta-
tycznej, natomiast r6znig sie pomiedzy soba iloscia mozliwych kolizji miedzyczastecz-
kowych. Ponizsza ilustracja przedstawia kilka ich przyktadoéw w zaleznosci od wariantu
modelu.
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Rysunek 5: FHP - Przyktady kolizji miedzyczasteczkowych

1.3 Implementacja modelu FHP-III

Wiele testow numerycznych udowadnia, ze FHP-III wykazuje najlepsze wtasnosci na
tle pozostalych wariantow modelu FHP [6]. Z tego wzgledu w niniejszej pracy skupiono
sie na jego implementacji.

Model FHP opisany jest na sieci trojkatnej. Wyrdzniamy tam regularnie
utozone wezly, gdzie w przypadku modelu FHP-III kazdy z nich moze przechowadé
maksymalnie 7 czastek. Stan kazdego z weztéw mozna zapisa¢ za pomoca ciagu 7
bitow gdzie kazdy z nich oznacza czy czastka zmierza z danego kierunku (1) czy nie
(0). W ten sposob do reprezentacji sieci mozna wykorzysta¢ dwuwymiarowa tablice,
gdzie kazda jej komorka przechowuje liczbe catkowity o wartodci, ktorej reprezentacja
binarna odpowiada stanowi wezta. W modelu FHP-III istnieje 128 mozliwych stanow

8].
6(5(4(3|2|1]|0
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Rysunek 6: FHP-III - implementacja wezla, gdzie: a. zapis w komorce tablicy, b. zapis
w postaci binarnej, c. posta¢ wezlta.




Taka implementacja umozliwia zapis interakcji miedzy czastkami za pomoca
operatorow logicznych. Na przyktad, przesuniecie bitowe w prawo lub w lewo o 3 bity
umozliwia odbicie czastki bez poslizgu [7]. Jest to jeden ze sposobow realizacji odbié ze
Sciankami i przejawia sie¢ odbiciem wektora predkosci czastki o 180 stopni. Wyrdézniamy
tez odbicie z poslizgiem, gdzie czastka nie spowalnia na powierzchni przeszkody [8].
Innym przyktadem wykorzystania operatoréw logicznych, to przemieszczenie czastek
po sieci, ktory realizowany jest przy wykorzystaniu koniunkcji, ktéra umozliwia spraw-
dzenie, czy dana czastka znajduje sie w danym wezle. Nastepnie, czastka wpisywana
jest w odpowiedni sasiedni wezel wskazywany przez wektor czastki.

Istotne jest rozréznienie etapow przed i po kolizji. Przed kolizja czastki wy-
chodza z wezta zgodnie z wektorami sieci. Kiedy spotykaja sie z innymi czastkami z
sasiednich weztow, zmierzajg do wezta i moze nastapic¢ kolizja.

PRZED KOLIZJA PO KOLIZJI

> < < >

Rysunek 7: FHP-III - schemat kolizji.

Nastepuje wtedy zmiana wezta wedtug ustalonych zasad kolizji. Najprosciej
jest przechowywac je w osobnej tablicy pod postacig liczb catkowitych, gdzie kazda
z nich reprezentuje stan po kolizji. Model FHP-III posiada najbardziej rozbudowany
mozliwy ich zbiér a w tym kolizje czteroczastkowe. To dzieki temu wykazuje najmniej-
sza lepko$¢ w poréwnaniu do innych wariantéw modelu FHP.

Biorac pod uwage wspomniane wcze$niej reguty obowiazujace w gazach sie-
ciowych oraz poszczegolne etapy interakcji miedzyczasteczkowych, symulacja modelu
FHP przebiega wedtug algorytmu:

1. Ustaw stan poczgtkowy sieci.

2. Sprawdz czy wystepuje kolizja. Jezeli tak — postepuj zgodnie z requtq kolizji. Jezeli
nie — 1dZ do punktu 3.

3. Przesun czqstki zgodnie z ich wektorams predkosci.

4. Wroé do punktu 2.



1.4 Wielko$ci makroskopowe

Modele HPP i FHP zachowuja mase i ped. Ponizszy wzor ilustruje réwniez zachowanie
symetrii:

> =0, (3)
i=1
gdzie z jest liczba wektorow sieci.

Lokalna predkos¢ zdefiniowana jest przez sume iloczynéw wszystkich wek-
torow sieci i liczby n bedacej informacja o obsadzeniu danego kierunku przez czastke.
Liczba n przyjmuje wartosci 1 lub 0 w zaleznosci od obecnodci czastki poruszajacej sie
z danego kierunku sieci:

4
i=1
Lokalna gestos¢ p odpowiada sumie liczb czgstek znajdujacych sie we wska-
zanych kierunkach przez wektory sieci e;. W przypadku rozpatrywania wiekszych ob-
szarow jest to stosunek sumy czastek poruszajacych sie w tym obszarze do ich maksy-
malnej iloéci:

D=

b= zn (5)

Wyrézniamy rowniez wielko$¢é zwana gestoscia na kierunek d, bedaca sto-
sunkiem lokalnej gestosci do liczby wektorow sieci:

i=" (6)

z

Przedstawione modele gazu sieciowego charakteryzuja sie wysoka obecnoscia
szumu statystycznego w rozwiazaniach. Wplywa to znacznie na wyniki obliczert bada-
nych zagadnieri. Zwykle stosuje sie metode usredniania wynikéw w czasie i lokalnej
przestrzeni, co przejawia sie ich istotng poprawa [12].
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2 Przeplyw w zamknietej komorze

Przeptyw w zamknietej komorze, zwykle bardziej znany pod angielskim ttumaczeniem
Lid-Driven Cavity, jest jednym z najczesciej analizowanych probleméw obliczeniowej
dynamiki ptynéw. Powod, dla ktorego jest on chetnie wykorzystywany to m.in. proste
warunki brzegowe i geometria uktadu. Ponadto, przy odpowiedniej wizualizacji moz-
na uzyska¢ bardzo interesujace rezultaty. Obecnie pojawiaja sie jego rézne warianty,
gltownie rozniace sie geometria komory np. trojkat lub trapez [9]. W ramach tej pracy
wykorzystano najbardziej klasyczny przypadek komory kwadratowej.

2.1 Opis zagadnienia

Rozwazany problem dotyczy niescisliwego przeptywu przez kwadratowa komore, gdzie
gbérna pokrywa porusza si¢ z zadang predkoscia. Pozostate §cianki naczynia nie poru-
szaja sie a czastki, w wyniku zderzenn odbijaja sie bez poslizgu. Ruch gornej pokrywy
wplywa na ruch czastek znajdujacych sie w naczyniu, ktore zaczynaja podazac za po-
krywa i odbija¢ od Scianek, co w efekcie powoduje tworzenie sie charakterystycznego
wiru w komorze. Gdy ptyn uzyskuje duza predko$¢, mniejsze wiry zaczynaja pojawiaé
sie w rogach komory.
Zagadnienie zostalo zilustrowane na rysunku 8.

e e e e e e T 2 T B
Vx#0 Vy=0

Vx=0 Vx =0
Vy =0 Vy=0

Rysunek 8: Schemat przeptywu w komorze.
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2.2 Liczba Reynoldsa

Liczbe Reynoldsa (Re) wyrazamy jako zalezno$¢ miedzy wymiarem charakterystycz-
nym uktadu, predkoscia charakterystyczna ptynu oraz lepkoscia kinematyczng, co de-
finiuje wzor 7.

1

Re = (7)

W obrebie prezentowanego zagadnienia, predko$¢ charakterystycznag o ro-
zumiemy jako predkos$¢ gornej pokrywy. Wymiar charakterystyczny [ odnosi sie do
wymiaru, ktéry ma bezposredni wpltyw na statecznosé ruchu ptynu, natomiast lepkosé
kinetyczna v jest parametrem fizycznym okreslonym jednoznacznie, niezaleznie od ru-
chu ptynu. W przypadku modelu FHP-III jest to wielkos¢ zdefiniowana wedlug wzoru
[12]:

y .

11 1 1 .
T8l —d)1-8d(1—d)/T 8§ (8)

gdzie wielkos¢ d jest gestosciag na kierunek, okreslang jako:

a p. rozumiemy jako gesto$¢ w calym uktadzie [6] [12].

Liczba Re stanowi kryterium statecznosci ruchu ptynéw. Jest to bezwymia-
rowa liczba, wyrazajaca rownowage pomiedzy sitami lepkosci, a sitami bezwtadnosci.
Niska predkos¢ i wysoka lepkosé¢ charakteryzuja sie mala wartoscia Re. Wtedy prze-
plyw jest laminarny, poniewaz przewazaja sily lepkosci. Gdy warto$¢ Re jest nizsza
niz 1, mowimy o przeptywie Stokes’a, lub przeplywie pelzajacym (ang. creeping flow)
[10]. Z takimi przeptywami mamy do czynienia w osrodkach porowatych. W przypadku
wiekszej wartosci predkosci poruszajacego sie ptynu, nizszej lepkosci i przy wiekszym
wymiarze uktadu, liczba Reynoldsa jest duza. Nastepuje wtedy przewaga sit bezwtad-
noéci nad sitami lepkosci. Dla bardzo wysokich Re, przeplyw moze stac sie niestabilny,
turbulentny [10].

Dla kazdego przeplywu istnieje pewna krytyczna wartosé¢ liczby Reynoldsa
Re.,., powyzej ktorej przeplyw turbulentny jest obserwowany. Jednak przekroczenie jej
nie daje na to gwarancji, poniewaz nie istnieje uniwersalna wartos¢ Re.,. dla dowolnego
rodzaju przeptywu. Zwykle zalezy ona od rozpatrywanej sytuacji oraz od wartosci,
jakie zostaty uwzglednione za charakterystyczna predkosé uktadu, czy jego wymiar.
Zatem Re,, jest raczej ogolnym przyblizeniem, opartym na doswiadczeniach.
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2.3 Implementacja

Uktad
Symulacje przeprowadzitam na uktadzie o wymiarach 129 x 129j.s. (jedno-
stek sieci), zaimplementowanym w sposob przedstawiony na rysunku 9.

Rysunek 9: Schemat uktadu.

Obszar B stanowil obszar poruszajacego sie ze stata predkoscia pltynu, nato-
miast obszar A wypelniony byl czastkami z zadang gestoscia. W obszarze C wystepo-
waly $cianki, od ktorych wektor predkosci czastek odbijany byt o 180 stopni (wariant
odbi¢ bez poslizgu).

Goérna pokrywa

Gorna pokrywa (obszar B) o grubosci 2j.s., stanowila rezerwuar przepltywa-
jacego plynu, ktorego predko$é wyznaczana byta na zasadzie specjalnie dobranych pa-
rametrow. Ustalitam siedem liczb p0, p1, p2, ..., p6 stanowiacych prawdopodobienistwo
wystapienia pojedynczej czastki z predkoscia w danym kierunku, ktére dodawatam do
gornej pokrywy. Takie rozwigzanie umozliwito kontrole predkosci obszaru B i wartosci
liczby Re.

Gestosé

Obszar A zostal wypeliony pojedynczymi czastkami, poruszajacymi sie w
jednym z siedmiu mozliwych kierunkéw. Zapewnito to w ukladzie wartos¢ gestosci
na kierunek rowna d = 1/7. Poniewaz w trakcie trwania symulacji dodawano kolejne
czastki do obszaru B z takim samym prawdopodobienstwem dla wszystkich uktadow,
gestos$¢ rosnie i stabilizuje sie przy sredniej maksymalnej gestosci na kierunek d,q. =
2/7.
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Liczba Reynoldsa

Wartosé liczby Re zalezy od zmiennych parametrow: gestosé uktadu i pred-
kos¢ gornej pokrywy. Dlatego liczono ja w momencie, gdy obie te wielko$ci ustabilizo-
waly sie i zostaly usrednione. Kazda pojedyncza symulacja stanowita odrebny uktad
o innych parametrach, a co za tym idzie — inng wartoscia liczby Re.

Poprawa wynikow

Wizualizacja symulacji opartych na sieci trojkatnej zalezy od sposobu ich
prezentacji. Ta sie¢ posiada jeden wiersz przesuniety wzgledem drugiego. Wykorzy-
stywanie dwuwymiarowych tablic do przechowywania i odczytywania poszczegolnych
weztow nie uwzglednia takiego przesuniecia. Wartosci w wierszach nie znajduja sie
idealnie pod sobg, dlatego numerowanie wynikéw po indeksach tablicy i prezentacja
danych zacieraja rzeczywista geometrie uktadu. Wobec tego wykorzystalam metode
interpolacji - dla nieparzystych wierszy sieci kazda wartos¢ i jej nastepnego sgsiada
usrednitam. Dla ostatniego wezta pozostawitam te sama wartosé, cho¢ mozna bylo w
tym przypadku skorzysta¢ z ekstrapolacji. Na rysunkach 10, 11 znajduja sie schemat
metody i uzyskany rezultat.

BOIO1O1O.
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Rysunek 10: Schemat interpolacji.
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Rysunek 11: Efekt uzyskany przed (lewo) i po (prawo) interpolacji.

Ze wzgledu na wystepowanie szumu, wyniki usrednitam w czasie, ktory dla
kazdej symulacji wynosit 200000 krokéow. Jest to niezbedna poprawka w przypadku
tego typu modeli. Zaleca sie rowniez usrednianie w przestrzeni [12], jednak w obrebie
tej pracy ten krok zostal pominiety.
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3 Analiza wynikow

Wiele prac zajmujacych sie rozwigzaniem problemu przeptywu w zamknietej komo-
rze, odwoluje sie do wynikow z [13|. Znajduja sie tam rozwiazania przy wykorzystaniu
metody wielosiatkowej (multigrid method). Ze wzgledu na r6znorodnosé i ich precy-
zyjna analize, szczegolnie pod wzgledem wartosci liczby Re, stanowia one dobre kryte-
rium poréwnawcze. Cho¢ metoda wielosiatkowa znacznie odbiega od wykorzystanego
w niniejszej pracy modelu gazu sieciowego, nie przeszkadza to w analizie uzyskanych
wynikow, ktore stanowia rozwigzanie tych samych réwnan rézniczkowych N-S.

3.1 Wyniki

Wyniki opracowatam dla poszczegdlnych liczb Reynoldsa: 120, 400, oraz 1050 z pomoca
programu Paraview (www.paraview.org) i porownalam z wynikami [13] dla Re 100,400 i
1000. Wszystkie symulacje przeprowadzitam na uktadzie o wymiarach 129 x129 a kazda
z nich trwata 200000 krokéw czasowych. Po okoto 3000 kroku uktad osiagal rownowage.
Okredlitam ja na podstawie zmiany masy w ukladzie, ktéra zaczeta utrzymywac sie
przy stalej wartosci oraz na podstawie obserwacji predkosci czastek. Dla pewnosci, po
5000 kroku nastapil pomiar potrzebnych wartosci. Na koniec wyniki zostaty usrednione
W czasie.

Wszystkie wezly sieci poza obszarem gornej pokrywy i $cianek wypelnitam
z taka samg gestoscia. W kazdym wezle umieszczalam czastke o losowym wektorze
predkosci, co daje w chwili poczatkowej gestos¢ na kierunek rowna d = 1/7. Nastepnie
w kazdym kroku symulacji dodawatam pojedyncze czastki w gornej pokrywie w zalez-
noéci od ustalonego prawdopodobienistwa. Dla kazdego uktadu wartosci byly dobierane
tak, by gesto$¢ w ukladach byta zachowana.

Program paraview umozliwia m.in. wygenerowanie linii pradu, co daje wglad
w zachowanie czasteczek ptynu w symulacji. Ponizej zestawiono rysunki dla wszystkich
uktadow przedstawiajace pole predkosci w uktadzie oraz linie pradu.

Rysunek 12: Pole predkosci dla L—=129x129. Od lewej Re: 120, 400, 1050.
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Rysunek 13: Linie pradu dla L=129x129. Od lewej Re: 120, 400, 1050.

Jedna z najprostszych metod analizy wynikéw jest poréwnanie ksztaltu
gtéwnego wiru oraz mniejszych u dotu. Rogi sa podatne na ich formowanie sie przez
intensywny ruchu ptynu i geometrie uktadu. Porownatam sposob i kolejnosé ich ksztal-
towania sie z wynikami z [13] i zestawilam na Rysunku 14. Prawy dolny wir jest naj-
wickszy dla wartosci Re réwnej 1050, natomiast lewy rég najdiuzej sie formuje, co
zgadza sie z przedstawionym poréwnaniem.

Re 100 Re 400 Re 1000

Rysunek 14: Poréwnanie linii pradu z [13].
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Bardziej szczegotowa analize rozwigzan przeplywu w komorze stanowi po-
rownanie wykresow przedstawiajacych predkosci u,v w centrum geometrycznym ko-
mory, gdzie u jest sktadowa predkosci v,, natomiast v sktadowa v,. Predkos¢ v liczona
byta wzdluz osi A, natomiast predkos¢ u wzdtuz osi B, jak na rysunku 15.

Tl

N#2

Rysunek 15: Centrum geometryczne komory: uktad osi A, B wzdtuz ktérych liczono
predkosci u, v.

Wartosci predkoscei u oraz v zestawiono z [13| na wykresach zamieszczonych

ponizej.
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Rysunek 16: Porownanie wartosci predkosci v dla Re 120 z [13] (Re 100).
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Rysunek 17: Poréwnanie wartosci predkosci u dla Re 120 z [13] (Re 100).
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Rysunek 18: Porownanie wartosci predkosci v dla Re 400 z [13] (Re 400).
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Rysunek 19: Por6wnanie wartosci predkosci u dla Re 400 z [13] (Re 400).
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Rysunek 20: Poréwnanie wartosci predkosci v dla Re 1050 z [13] (Re 1000).
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Rysunek 21: Poréwnanie wartosci predkoscei u dla Re 1050 z [13] (Re 1000).

Nie trudno zauwazy¢ réznicy miedzy otrzymanymi warto$ciami a predko-
$ciami pochodzacych z [13]. Ksztalt wykresu zachowany jest szczegolnie w przypadku
wynikow dla Re = 400, dla pozostalych wida¢ pewng rozbieznosé. Dla Re = 120 i
Re = 1050 najwieksze i najmniejsze wartosci v sg niemal identyczne, natomiast pozo-
stale wzdtuz $rodka uktadu sa wicksze. Przede wszystkim moze by¢ to spowodowane
roznicy warto$ci Re. Chociaz jest ona nie wielka, byé¢ moze znaczaco wptywa na wy-
niki. Ponadto, centrum geometrycznie nie koniecznie znajduje si¢ doktadnie w $rodku
uktadu. Minimalne przesuniecie osi, wzdtuz ktorej zbierano wyniki lub usrednienie ich
w obszarze centrum mogloby poprawi¢ zaistniate réznice.

Warto réwniez wzia¢ pod uwage metody rozwigzania zagadnienia. Szum sta-
tystyczny obecny w gazach sieciowych ma duzy wplyw na wyniki, dlatego dodatkowe
usrednienie w przestrzeni by¢ moze poprawitoby ksztatt wykreséow. Inng widoczng r6z-
nicg jest wielkos¢ mniejszych wiréow, za co prawdopodobnie odpowiada czas symulacji.
Dodatkowo linie pradu, na przyktad dla wynikow o Re = 1050, w miejscu prawego
rogu komory ukladaja si¢ w inny sposob niz w przypadku [13] dla Re = 1000, gdzie
tworzacy sie tam wir jest wyraznie wiekszy. Stad wartosci predkos$ci moga sie roéznic.

3.2 Dodatkowe uwagi

Gtownym powodem réznic w prezentowanych wynikach jest niepewnosé co do wartosci
liczby Reynoldsa. Wszystkie uktady mialy ten sam wymiar i wypelniane byty z taka
sama gestoscia. Jednak dodawanie pojedynczych czastek w gornej pokrywie znacznie
wpltywa na lepko$¢ kinematyczng w ukladzie, zgodnie ze wzorem 8. Chociaz masa
stabilizowata si¢ przy pewnej wartosci, nie byta dla wszystkich uktadéw identyczna.
Niewielka zmiana parametrow p0 — p6, czyli prawdopodobienstwa z jakim dodawano
czastki, znacznie wplywa zaréwno na mase w uktadzie jak i na predkosé¢ gornej pokry-
wy, a co za tym idzie na wartos$¢ liczby Re. Parametry dobieralam w ten sposob, by
w kazdym z uktadow dodawac te sama ilos¢ czastek. Jednak w celu uzyskania réznych
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wartosci Re takie rozwigzanie sie nie sprawdza. Na przyktad, duzg predkosé¢ uzyskaé
najlatwiej, poniewaz wystarczy z duzym prawdopodobienistwem dodawaé czastki o do-
datniej wartosci predkosci. W celu uzyskania mniejszej predkosci (np. dla Re=100) i
jednoczesnie zachowania masy, powinnam dodawaé czastki o ujemnej wartosci pred-
kosci z ta sama czestoscia. To z kolei powoduje, ze uzyskana predkosé jest za malta a
gtowny wir w komorze mato wyrazny. By¢ moze dtuzszy czas symulacji pomogtby w
takiej sytuacji, jednak to rowniez mogtoby wplywaé¢ na mase w uktadzie. Jak widac,
prezentowany sposob przyspieszania goérnej pokrywy niesie za soba pewne problemy.

Rozmiar uktadu réwniez moze znaczaco wplywaé na jakos¢ wynikéw. Nie
trudno to zauwazy¢ biorac pod uwage na przyktad rozklad weztow sieci w rogach dla
mniejszego i wiekszego ukladu. Wiry tworzace sie w rogach wiekszego uktadu beda
zawsze mniej znieksztatcone niz te w mniejszym. Najlatwiej zobrazowaé te zaleznosé
na wykresie dla réznych rozmiaréw sieci. Na rysunku 22znajduje si¢ wykres predkosci
v w centrum geometrycznym (0§ A) dla ukltadéw o réznej wielkosci.

0.4 T T T T T T T T T
L=50 ©
L L=100 = |
0.3 L=129 ~+
. L=200 x |
0.2 L=300 =

0.1 :

0 8
0.1 k1
0.2 ,i;'
0.3 1
0.4} \ St

0 0102030405060.7080.09 1
y/L

-0.5

Rysunek 22: Wartosci predkosci v dla réznych rozmiaréow ukladu, gdzie: Re ~ 650,
czas symulacji ¢ = 30000 krokow.

Chociaz dostosowano rozmiar do [13|, prawdopodobnie zwiekszenie go by-
toby lepszym rozwigzaniem, poniewaz wraz ze wzrostem rozmiaru L ro$nie krzywizna
wykresu predkosci. Wykorzystanie podobnego rozmiaru sieci miatoby wiecej korzysci w
przypadku poréwnywania wynikow rozwigzania zagadnienia tg sama metoda. Z pew-
noécig szersza analiza wtasnosci modelu FHP-III umozliwitaby doktadne zrozumienie
problemu i zmniejszenie zaistniatych niezgodnosci.
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A Testy poprawnosci modelu FHP-III

Niniejszy dodatek poswiecony zostal testom poprawnosci modelu FHP-III. Do naj-
prostszych i najbardziej popularnych testéw nalezy symulacja rozchodzacej sie fali.
Bardziej rozbudowanym zagadnieniem jest przepltyw Poiseuille’a, ktory pozwala nie
tylko na sprawdzenie poprawnoéci implementacji modelu, ale réwniez umozliwia zba-
danie jego wlasnosci fizycznych.

A.1 Rozchodzaca sie fala

Aby osiagna¢ efekt rozchodzacej sie fali, wartos¢ gestosci w uktadzie powinna byé
niewielka, natomiast w §rodku uktadu nalezy skoncentrowaé¢ obszar o gesto$ci maksy-
malnej (okrag). W tabeli 1 znajduja sie parametry symulacji.

ROZMIAR SIECI 150 x 1507.s.
GESTOSC UKLADU 0.2
GESTOSC OKREGU 1
PROMIEN OKREGU 107.s.
ILOSC KROKOW t =270

Tabela 1: Parametry symulacji rozchodzacej sie fali.

Uktad bedzie dazyl do réwnowagi w wyniku czego zageszczenie stopniowo
bedzie sie rozchodzi¢ wzdtuz wektoréow sieci. W efekcie otrzymatam rozchodzaca sie
fale, co przedstawia rysunek 23.

Rysunek 23: Rozchodzaca sie fala.
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A.2 Przeplyw Poiseuille’a

Jednym z wazniejszych i prostszych rodzajow przepltywu jest przeptyw przez rure lub
szpare miedzy rownoleglymi powierzchniami, kiedy na sciankach predkosci réwne sa
zeru (przy warunkach bez poslizgu), natomiast w srodku predkosé osiaga maksimum.
Taki przeptyw nazywamy przepltywem Poiseuille’a lub przeptywem przez kanal plaski.
Stanowi on jedno z nielicznych zagadnien hydrodynamicznych z pelnym rozwigza-
niem analitycznym. Opisuje laminarny, jednokierunkowy przeptyw cieczy przez waskie
naczynie, ktéry nie zmienia sie¢ w czasie. Przy pominieciu sit masowych podtrzymywa-
ny jest przez staly gradient ci$nienia i dokonuje sie w stale okreslonym kierunku. W
wyniku kontaktu plynu ze $ciankami naczynia wytwarza sie charakterystyczny profil
predkosci. Predko$¢ pltynu jest mniejsza przy Sciankach kanatu niz pomiedzy nimi, wiec
profil ma charakter paraboliczny zgodnie ze wzorem 10 |7]:

1 Ap
=———ylh— 10
v(y) o AL (10)
gdzie u to lepko$¢ kinematyczna, % to gradient cisnienia a h wysokosé
kanatu.

Zgodnie z zalozeniami zagadnienia, utworzylam prostokatny uktad i wy-
pelitam czastkami z prawdopodobiefistwem rownym p = 0.5. W celu wytworzenia
stalego gradientu cisnienia wybratam dwa obszary w ukladzie: prawy i lewy, w kto-
rych utrzymywatam gestosci przy wybranych warto$ciach. Niewielki obszar pomiedzy

nimi przeznaczytam do obliczen. Uproszczony schemat symulacji przedstawia rysunek
24.

F 7
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—_—
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 —
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Rysunek 24: Schemat przepltywu przez kanal ptaski.

Obszary A i C stanowia rezerwuary cisnienn o wybranych gestosciach, w obszarze B
obliczatam profil predkosci, natomiast obszar D obejmuje caty uktad. Parametry
schematu znajduja sie w tabeli 2.
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ROZMIAR SIECI (OBSZAR D) 200 x 10j.s.

GESTOSC py OBSZARU A 0.4
GESTOSC p; OBSZARU C 0.25
ROZMIAR OBSZAROW A IC 52103.s.
ROZMIAR OBSZARU B 52107.s.
CZAS TRWANIA 5000 krokow

Tabela 2: Parametry symulacji przeptywu Poiseuille’a.

Otrzymalam nastepujace rezultaty:

0.45 .

0.4

0.35

0.3

0.2501

Rysunek 25: Gestosé¢ w ukladzie.

Gestos¢ oscyluje na poczatku wokot wybranej wartosci pg i stopniowo spada
do gestosci p;. Wykres ma charakter liniowy, co oznacza, ze gradient ci$nienia jest
staly. Ostatnim etapem symulacji jest wyznaczenie profilu predkosci. W wybranym
obszarze B, w kazdym wezle sieci i wzdluz osi OY liczytam predko$é zgodnie z weze-
Sniej zamieszczonym wzorem, a nastepnie usrednitam wyniki. Rysunek 26 przedstawia
otrzymane wartosci oraz dopasowana do nich parabole dla lepszej czytelnosci.
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0.6 I— —

Rysunek 26: Profil predkosci w przeplywie Poiseuille.

Predkosci w wybranym obszarze uktadaja si¢ na wykresie zgodnie z oczeki-
waniami, co pozwolito otrzymaé prawidlowy profil Poiseuille’a. Punkty niemal pokry-
waja sie z pomocniczg parabola, zatem test poprawnosci wykonatam z powodzeniem.
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B Fragmenty kodu symulacji

W niniejszym dodatku znajduja sie wybrane fragmenty kodu napisane w jezyku C++
i nie stanowia one samodzielnej symulacji. Kazdy z fragmentow zostal krotko obja-
$niony. Do implementacji modelu FHP-III w wiekszo$ci wykorzystatam nastepujace
zrodta: 7], [12], [8].

Tablica wszystkich mozliwych kolizji w modelu FHP-III z uwzglednieniem sytuacji
kiedy czastka moze odbi¢ si¢ na dwa rézne sposoby:

unsigned char zasadyKolizjil[][] = {
{0, ¢, 2, 3, 4, 66, 6, 7, 8, 36, 68, 38, 12, 74,
14, 15 ,16, 96, 9, 98, 72, 42, 13, 102, 24, 52,
84, 45, 28, 90, 30, 110, 32,33, 65, 35, 18, 19,
69, 39, 80, 81, 21, 83, 26, 54, 77, 87 ,48, 49,
41, 51, 104, 105, 27, 107, 56, &7, 116, 117, 60,
122, 93, 63 ,64, 34, 5, 67, 10, 11, 70, 71, 20,
i00, 22, 23, 76, 86, 78, 79 ,40, 50, 73, 101, 44,
i06, 46, 47, 88, 58, 108, 109, 92, 62, 94, 95, 17,
97, 37, 99, 82, 43, 75, 103, 25, 114, 85, 55, 29,
118, 31, 111 ,112, 113, 53, 115, 89, 69, 91, 119,
120, 121, 61, 123, 124, 125, 126, 127},
{0, ¢, 2, 3, 4, 66, 6, 7, 8, 18, 68, 69, 12, 22,
14, 15 , 16, 96, 36, 37, 72, 42, 74, 75, 24, 104,
44, 54, 28, 108, 30, 110 ,32, 33, 65, 35, 9, 98,
i1, 39, 80, 50, 21, 101, 84, 27, 86, 87, 48, 49,
81, 51, 25, 114, 45, 107, 56, 57, 89, 117, 60, 122,
93, 63, 64, 34, 5, 67, 10, 38, 70, 71, 20, 82, 13,
102, 76, 46, 78, 79, 40, 41, 100, 43, 26, 106, 77,
47, 88, 116, 29, 118, 92, 62, 94, 95, 17, 97, 19,
99, 73, 83, 23, 103, 52, 53, 85, 55, 90, 91, 31,
111, 112, 113, 105, 115, 58, 59, 109, 119, 120,
121, 61, 123, 124, 125, 126, 127}

Tablica przechowujaca mase kazdego z mozliwych stanow wezta:

int masaWezlal[ ] = {0, 1, 1, 2, 1, 2, 2
2, 3, 2,
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Proces kolizji z przeszkoda lub czastkami:
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for (int i=0; i<NX; i++){
for (int j=0; j<NY; j++){

if ( przeszkody[il[j]l == 0){
p = losujlLiczbe(); //funkcja losujaca
wezel = (int)siec[il[j]; // wartosc wezla

stanPoKolizji[i][j] = zasadyKolizjil[p]l[wezell;//zapis po
kolizji w tymczasowe] tablicy

}
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else if ( przeszkody[i]l[j] == 1){

10 stanPoKolizji[i]l[j] |= ((1 & siec[il[jl) << 3);
11 stanPoKolizji[i]l[j] |= ((2 & siec[i][j]) << 3);
12 stanPoKolizji[i]l[j] |= ((4 & siec[i][j]l) << 3);
13 stanPoKolizji[i]l[j] |= ((8 & siec[il[jl) >> 3);
14 stanPoKolizji[il[j] I= ((16 & siec[il[jl) >> 3);
15 stanPoKolizji[i]l[j] |= ((32 & siecl[il[jl) >> 3);
16 }

17

18}

19 }

20 odwroc (siec, stanPoKolizji); //przepisanie wynikow

Proces przesuwania czastek po sieci zgodnie z ich wektorami predkosci, gdzie
funkcja warunekPrzejscia() zawiera warunki brzegowe.

1 for (int i=0; i<NX; i++){
for (int j=0; j<NY; j++){

b = (j+2) - 1) % 2; // parametr wskazujacy sasiadow
poszczegolnego wezla

6 wsx = (i+ b);

7 wsy = (j+1 ) ;

8 if (warunekPrzejscia(wsx,wsy))
stanPoPrzesunieciulwsx] [wsy]l I|= (1 & siec[i]l[j]);

11 wsx = (i+1);

12 wSsy=];

if (warunekPrzejscia(wsx,wsy))
stanPoPrzesunieciulwsx] [wsy]l I|= (2 & siec[il[j]);

wsx = (i+b);
wsy = (j-1);
if (warunekPrzejscia(wsx,wsy))
stanPoPrzesunieciulwsx] [wsy]l I|= (4 & siec[il[j]);

-~

%0

I T = S S U
S © S

wsx = (i-1+b);
wsy = (j-1 );
if (warunekPrzejscia(wsx,wsy))

N

N

24 stanPoPrzesunieciulwsx] [wsy]l I|= (8 & siec[il[j]);
26 wsx = (i-1);

27 wsSy=j;

28 if (warunekPrzejscia(wsx,wsy))

20 stanPoPrzesunieciul[wsx] [wsy]l |= (16 & siec[i]l[j]);
31 wsx = (i-1+b);

32 wsy = (j+1) ;
33 if (warunekPrzejscia(wsx,wsy))
stanPoPrzesunieciul[wsx] [wsy]l |= (32 & siec[i]l[j]);
stanPoPrzesunieciul[i][j] |= ( 64 & siec[i][j] );
38 }

40 odwroc (siec, stanPoPrzesunieciu);
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Funkcje zwracajace predkosci v, (u), v, (v) dla danego wezla.

double predkoscU(unsigned char siec[ J[ ], int x, int y, int masa){

3 double sum = 0.0;
1+ double u;

NN YW
[SCR R >

unsigned char wynik;
// wartosci predkosci u dla kazdego z wektorow sieci
double ex[z]={0.5, 1.0, 0.5, -0.5, -1.0, -0.5, 0.0};

if( masa == 0){
return sum;
}
else if( masa != 0)A{
for( int i=0; i<z; i++){
wynik = (unsigned char) pow(2, i) & siec[x][y];

if ( (int)wynik != 0){
sum += ex[il];
}
}
u = (double)sum / (double)masa;
return u;
}

double predkoscV(unsigned char siec[ ][ ], int x, int y, int masa){

double sum=0.0;

i double v;

unsigned char wynik;
//wartosci predkosci v dla kazdego z wektorow sieci
double eyl[z] = {0.866, 0.0, -0.866, -0.866, 0.0, 0.866, 0.0};

o if( masa == 0)A{

N

return sum;

3

> else if (masa !'= 0 ){

for( int i=0; i < z; i++){
wynik = (unsigned char) pow(2,1i) & siecl[x][yl;

if ( (int)wynik != 0){
sum += eyl[il;
}
}
v = (double)sum / (double)masa;
return v;
}

Funkcja dodajaca czastki do goérnej pokrywy w zalezno$ci od ustalonych

parametrow p0-p7.

void gornaPokrywa( unsigned char siec[ 1[ 1){

; double p[z]={0.0,0.5,0.5,0.3,0.1,0.1,0.0}; //przykladowe wartosci

parametrow pO-p6
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5 for( int i=1; i<NX-1; i++){

=]

L e
@ o R W N S

11

for (int j=NY-B; j<NY; j++){ //zmienna B oznacza grubosc gornej
pokrywy

for (int k=0; k < z; k++){

if( losowa() < plk] ){ //funkcja losowa () zwraca liczbe =z
przedzialu <0,1)
siec[i]l[j] |= (unsigned char) pow(2,k);
}
}
}
}
}

Przebieg interpolacji wynikow. W tablicach sredniaU, sredniaV znajduja sie
usrednione w czasie wartosci predkosci u i v.

for ( int j=0; j<NY; j++){
for( int i=0; i<NX; i++){

if(j % 2 == 0 ){
wynikiU[i]l[j] = sredniaU[il[j];
wynikiV[i] [j] sredniaV[i][j];
}
else if ( j % 2 '= 0){
wynikiU[i] [j] interpolacja(srednialU, i, j);
wynikiV[i] [j] interpolacja(sredniaV, i, j);
}

gdzie funkcja interpolacja() wyglada nastepujaco:

double interpolacja(double danel 1[ 1, int x, int y){
if( x == NX-1){
return danel[x][y];
}
elseq
return ((danel[x][y] + danel[x+1]1[yl)/2.0);
}
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