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Dygresja: klasa funkcji C"

Symbolem C™ oznacza sie zbidr wszystkich
funkcji, ktore sg n-krotnie rozniczkowalne,
przy czym n-ta pochodna jest ciggta
Symbolem C° oznacza sie zbidr wszystkich
funkcji ciggtych

Symbolem C* oznacza sie zbidr wszystkich
funkcji rozniczkowalnych dowolng liczbe razy
(tzw. funkcji gfadkich)




Pochodna funkcji ztozonej -
przyktad

* f(x) = sin(x), g(x) = cos(x)
ile wynosi pochodna f(g(x)) = sin(cos(x))?

[sin(cos(x))]" = sin’(cos(x)) - cos’(x)

[sin(cos(x))]" = cos(cos(x)) - (—sin)(x)

[sin(cos(x))]’ = —cos(cos(x)) - sin(x)



Pochodna funkcji odwrotne|

1.3.2 Pochodna funkcji odwrotne;j.

Jesli z=g(y) jest funkcja odwrotna funkcji y=f(x) to
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Przyktadowo, x = Iny jest funkcja odwrotnag funkcji
y = e”.
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* In x jest funkcjg odwrotna do e*
* Niechy(x) =e*, czylix =Iny
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Pochodna = predkos¢ zmian
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1.3.5 Pochodna funkcji wektorowe;.

Funkcja wektorowa bedziemy nazywali wektor, kto-
rego skladowymi sa funkcje skalarne (czesto jedne;
zmiennej). Przyktadowo, taka funkcja zalezna od cza-
su jest wektor predkoéci poruszajacego sie ciata U(t) =
(02 (£), 0, (£), 02 (1)):

Zasady rézniczkowania funkcji wektorowej jednej zmien-
nej F(t) (t - jest tu zmienna niezalezna, wzgledem kt6-
rej bedziemy rézniczkowad) nie wymagaja innych regut,
niz podane wyzej. Obliczamy po prostu pochodne skta-
dowych:

dt — \ dt ? dt ’ dt



1.3.6 Druga pochodna i pochodne wyzszych rzedow.

Druga pochodna jest to pochodna pierwszej

df' (x)
1" _ _
: : d*f
Oznaczamy ja takze tak: ol
Analogicznie okre§lamy pochodng n-tego rzedu:
d f" ()
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Pochodna czgstkowa

\partial “de krecone”

1.3.7 Funkcja wielu zmiennych — pochodne czastkowe.

Jesli mamy funkcje wielu zmiennych, np. trzech,
f(x,y,z), to pochodna czastkowa wzgledem okreslonej
zmiennej, np. x, jest pochodna funkcji f wzgledem tej
zmiennej przy traktowaniu pozostatych zmiennych jak
state. Taka pochodna oznaczamy

of (z,y, 2)
ox '

Pozostale dwie pochodne czastkowe funkcji f(x,y, z) to
0f(@,y,2) 0f(x,y,2)
oy ' 0z




ROzniczka

2.1 Rodzniczka funkcji jednej zmiennej

Najprosciej mowiagc, rézniczka jest nieskonczenie malym
przyrostem danej wielko$ci (zmiennej, funkcji); przykila-
dowo: drogi, czasu, ciSnienia, etc.

Y-y

mnozac ja przez dx

4 —dz = f'(x)dz,

dx
i upro$émy dz po lewej stronie. Otrzymamy
df = f'(z)dz

UzyskaliSmy przepis jak obliczy¢ rozniczke funkcji.

Przyklad. Obliczenie rdzniczki funkcji  sin®z:
d(sin” z) = (sin® z)'dz = 2sin z cos z dz = sin(2z) dz.




ROzniczka

df = f'(z)dx

2.2 Rodzniczka funkcji wielu zmiennych

Jesli mamy funkcje n zmiennych f(xq,zs,---,2,) to
rézniczka tej funkeji df wyraza sie wzorem

of of 8f
df = —d ——d
i = 0xq Tt Oxo T2 T 8:1:n
gdzie dxq,dxs,--- ,dx, sa przyrostami poszczegdlnych
zmiennych, za$ df jest calkowitym przyrostem funkcji
f.
Przyktadowo, dla funkcji ktéra zalezy tylko od poloze-
nia (czyli od wspétrzednych z,y, 2)

df = fdw+ 8§dy+ 8£

~——dz,,




Ogdlny wzér
na niepewnos¢ pomiarowa

[Af()] = If (x)] - |Ax
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Catki



Notacja

pochodna:
dx
v(t) = (@)
- Y
x(t) v(t)
A _/

catka:

X = fv(t) dt

Catkowanie



1 Calka nieoznaczona

Calkowanie moze by¢ traktowane jako operacja odwrot-
ng do rézniczkowania. Definiujemy ja z grubsza w na-
stepujacy sposob.
Operacje calkowania funkcji jednej zmiennej f(x) zapi-
sujemy w postaci

[ 1@z = F @)

przy czym w wyniku calkowania otrzymujemy taka
funkcje F'(x), ktora po zrdzniczkowaniu daje funkcje
podcatkowa f(x):

F(xz) nazywamy funkcja pierwotna. Zauwazmy, ze ta-
kich funkcji jest nieskonczenie wiele, gdyz dodanie do-
wolnej stalej do F(z) daje funkcje pierwotng réwnie
dobrag jak F'(x) (bo pochodna stalej jest rowna zero i
s (F(2) + C) = LLF(z) = f(z)).




Sposob czytania

f f(x)dx

,Catka z ef od iks po de iks”



Sposob czytania

f f(x)dx

,Catka z ef od iks po de iks”



Catka nieoznaczona - definicja

* Niech f(x) bedzie funkcjg okreslong na
pewnym przedziale P. Kazdg funkcje F(x)
rozniczkowalng na P i spetniajacg w kazdym
punkcie x € P warunek

F'(x) = f(x)
nazywamy funkcjq pierwotng funkcji f
lub catkqg nieoznaczong funkcji f
lub po prostu catkg funkcji f i oznaczamy

f f(x)dx




Catkowanie a rozniczkowanie

e Catkowanie funkcji to po prostu obliczanie

dowolnej catki tej funkcji

e Catkowanie (funkcji ciggtej) jest operacja
odwrotng do rézniczkowania:

f f(x)dx

v/

= f

fF’(x)dx =F+C



